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Abstract
We introduce the result of [5] in which we improve the work of Burq and Hitrik [4]. We
prove the polynomial energy decay for the damped wave equation on the partially rectangular









ujt=0 = u0; @tujt=0 = u1
を考察する. ここで 
  Rnは, 有界領域でC1;1の境界を持つものとする. ただしCh;と
は,境界がCh級の滑らかさを持ち,さらに h階の微分が 次のHolder連続になるようなも









これは弦や膜の振動において, 空気との摩擦といった効果も考慮した方程式で, u(t; x)
は弦や膜の変位等の量を表す. 摩擦がある場合, 時間がとともにどのように波が弱められ
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: H ! H; D(A) = (H10 \H2)H10









= kru0k2L2 + ku1k2L2 :
を用いる.
















このことから, 解のエネルギーと作用素 Aが密接に関係する. 例えば, a(x)  0である
ので
Re(Av; v)  0; for all v 2 D(A)
が成り立ち, Aは消散作用素であるので
E(u; t1)  E(u; t2); t1  t2
となることが分かる. 実はより強い結果として, [6]によると摩擦が少しでもある場合, つ
まり a(x) 6 0であれば 任意の (1:1)の解に対して
E(u; t)! 0; t!1




Notes on the Energy decay for damped wave equations 155




る. 例えば, 位置と方向 (x; ) 2 
  Sn 1 が与えられたとき, 十分小さい tに対して, ビ
リヤード軌道は次の式で与えられる:




(GCC): ある定数 T0 > 0が存在して, 全てのビリヤード軌道は t = T0 までに必ず
fx; a(x) > 0gを通る.
これは, どのような波も近似的には必ず T0 までの間に摩擦に触れるという仮定であ
る. そのため, この (GCC)のもとではエネルギーは早く減少することが予測される. 実際
[1]は, 境界が滑らかである場合, (GCC)とビリヤード軌道が境界と無限次の接触をしな
いという仮定の下で, ある定数 C1, C2 > 0が存在して, 任意の (1:1)の解 uについて次の
エネルギー減少がなりたつことを示した:
E(u; t)  C1e C2tE(u; 0); t  0:
実は, (GCC)はこのような一様減少の必要条件でもある. これは, 例えば漸近解を作
ることで示すことができる. よって, (GCC)は摩擦項の大きさを測る重要な尺度である.
しかし, 一般にはこの (GCC)は必ずしも成り立たないので, 成り立たない場合にどのよう
なことが起こるかが問題である.
この点について一般的なことが [2] ,[6]で示されている. 摩擦が少しでもある場合, 任














そこで領域や摩擦項について制限し, 減少の評価を良くした [4]と [8]の結果を紹介す
る. まず考える領域を次の図のような真ん中に長方形が含まれている平面領域とする. ま





 = R[W と２つの
部分からなる領域であって, Rは長方形R = f(x; y);x 2 [ ; ]; y 2 ( ; )gであり, 両









部分的に長方形な領域上で [4] は, 摩擦が両翼の部分で存在する, つまり W 上で
a(x; y) > 0を仮定して,次のエネルギー減少を示している.














一方 [8]も似た結果を得ている. これは 3次元で述べられているが, 2次元とすると次の
ものになる. 両翼の境界の近くでは摩擦が消えていない, つまり @W \@
上で a(x; y) > 0








k(u0; u1)kD(A); t  2:
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この場合の摩擦項に対する仮定は次の図のようになっている.
この結果は, 摩擦項に対する仮定は [4]より良くなっているが, 減少のオーダーなどは正確
なオーダーを出していないなど [4]より悪くなっている. また注意したいのは, 2つの結果
の証明が異なることである.
[4]は定常的なアプローチで, レゾルベントを長方形上でのラプラシアンの固有関数
展開をもちいて１次元の場合に帰着して評価している. ただし, この方法は, 翼部分に摩
擦のないところがある [8]の場合はそのままでは使えない. 一方 [8]は, 定常的なアプロー
チではない. これは興味深いが、[4]の証明と比べても結果のわりには証明が大変なよう
に感じる.
これらの 2つの結果を考慮して [5]では, 次の結果を得た.
Theorem 1.1. 
 = R [W は部分的に長方形であるような領域で, @W \ @
上
で a(x; y) > 0とする. このとき任意の k  1についてある定数 Ck > 0が存在し, 任意の









(log t)k(u0; u1)kD(Ak); t  2:













からの距離関数を w = maxfjxj   ; 0gとする.
Theorem 1.4. 
 = R [W を部分的に長方形な領域であって Ch; の境界を持
つものとする. また T = h +    1  1であって. ある定数 m > 0; C > 0が存在して
a(x; y) > Cwmが成り立つとする. ただし  2 C1(
)は非負で @
の近傍で  = 1を










(log t)k(u0; u1)kD(Ak); t  2:
ただし uは (1:1)の解で初期値は (u0; u1) 2 D(Ak), またM = maxfm+1T ; m+3 TT ; 1gと
する.
この結果によると, 摩擦の退化のオーダーが大きくなるとエネルギーの減少が遅くな
り, 妥当な結果である. また, 退化のオーダーに対して, 境界が十分滑らかであるとすると
結局, Theorem 1.1と同じオーダーで減少することがわかる.
x 2. 証明の概略
以後は, Theorem 1.1の証明の概略について説明する. Theorem 1.4の証明も同様の
方法で行うことができるが, こちらの方が複雑なので省略する.
方法は, [4], [6]で用いられたような定常的なアプローチを取る. これはエネルギーの
減少をレゾルベントの評価に帰着させる方法で, 次のような評価を示せばよい:
(i A) 1 = O(jj2) : H ! H;  2 R; jj ! 1:
ここで, 先に述べたようにAは実部が 0であるような固有値を持たないのでレゾルベント







;  2 R:
に注意する. ただし,
R() = ( + 2ia  2) 1; L2(
)! L2(
)
である. R()の評価をすれば, この式からレゾルベント (i  A) 1 の評価は得ることが
できる. 実際次が成り立つ.
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Proposition 2.1.
R() = O(jjl) : L2(
)! L2(
); jj > 1;  2 R; l  0
とすると,
(i A) 1 = O(jjl+1) : H ! H; jj > 1;  2 R l  0
が成り立つ.
よって, R() = O(jj)を示ばよい. これを評価するために次の式
( + 2ia  2)u = f
を考える. ただし f 2 L2(
), u 2 H10 (
)である. 簡単のために g =  2iau+ f とおくと
(   2)u = g;  2 R
となる. この式を @W \ @
上で a(x; y) > 0を仮定して評価する. 次の補題が重要である.
Lemma 2.2. u 2 H2(
) \H10 (
)が (   2)u = g,  2 Rを満たしていると
する. このとき任意の境界まで込めて滑らかな実のベクトル場 B に対して次の式が成り
立つ:





ここで交換子は形式的に計算した 2階の作用素とする. また @N は外法線微分とする.
これは, 単純に計算すれば得ることができる. この補題で B = x@x と取り計算する
と, 次の補題が得られる.
Lemma 2.3. u 2 H2(
) \H10 (
)が (   2)u = g,  2 Rを満たしていると
する. このとき, 次が成り立つ:




x!N j@Nuj2dS + Ckgk2L2 :
ここで !N は外法線ベクトルの x成分である.
なおこの補題は, [3]においてスタジアムの固有関数を評価するのに用いられているこ
とを注意しておく. 同じように B =  @x;と取って計算する. すると次の補題が得られる.
　
Lemma 2.4. u 2 H2(
) \H10 (
)であって  2 C1(
)は実数値関数とする. ま
た, uが (   2)u = g,  2 Rを満たしているとする. このとき任意の  > 0に対して
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ある定数 C > 0,が存在して次の不等式が成り立つ:Z
@

 !N j@Nuj2dS  k@xuk2L2 + C(kgk2L2 + k(r )gk2L2





ただし !N は外法線ベクトルの x成分である.
Lemma 2.4において  (x; y) = x(x; y), ここで  2 C1(
)は実数値関数で, 適当な
C > 0に対して supp()  f(x; y) 2 
; a(x; y) > Cg, また j@W\@
 = 1が成り立つよう
にとる. このような  は @W \ @
上で a(x; y) > 0なので取ることができる.
























kuk2L2  C((2 + 1)ka
1
2uk2L2 + kgk2L2)
が得られる. g =  2iau+ f であったので
kuk2L2  C((2 + 1)ka
1
2uk2L2 + kfk2L2)
が成り立つ. 後は 2ka 12uk2 を評価する. まず次の式が成り立っていた:
( + 2ia  2)u = f:
この式に uをかけて, 
上で積分し虚数部分を取ると
2ka 12uk2L2 = Im(f; u)L2
が得られる. よって
(2.5) jjka 12uk2L2  CkfkL2kukL2
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が成り立ち
kuk2L2  C(jjkfkL2kukL2 + kfk2L2)  Cjj2kfk2L2 + kuk2L2 ; jj > 1;  2 R
となる. これは R() = O(jj)を表すので, Theorem 1.1が示せた.





x!N j@Nuj2dS を上から評価するところで, x!N  0
の部分は無視して良いので, f(x; y) 2 
;x!N (x; y)  0g上で a(x; y) > 0と仮定しても同
様のことが示せる.
スタジアムの場合 x軸に対して平行移動してやると, 翼部分の片側で x!N  0を仮
定できるので先にあげた Example 1.2が成り立つことが分かる.
Remark. 式 (2:4)は supp( )上で a(x; y) > 0となることを用いて評価したが同様
の評価は, supp(r )上で a(x; y) > 0としても良い.
このことを用いると Example 1.3を証明することができる. 詳細は省略するが,  と
して, 両翼では定数になっている関数を取れば良い.
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